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Abstract 

We give a new proof of an approximate functional equation, due to J. R. Wilton, for a trigonometric 
sum involving the divisor function. This allows us to improve on Wilton’s error term and to give an 
explicit formula for an unspecified function involved in the functional equation. 
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1 Introduction 


Dans I’article |19) . publie en 1933 et devolu entre autres a I’etude des SCTies trigonometriques 


V’i(t) = E- - cos 27rnx 


n>l 


n 


r(n) 

W 2 \x) = -Sin Ittux 


n^l 


n 


( 1 ) 

( 2 ) 


on r(n) designe le nombre de diviseurs du nombre entier naturel n, Wilton demontre pour la 
somme partielle 

q(x,i;) = y^lMe27rmx 
n^v 

I’equation fonctionnelle approchee suivante. 
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Proposition 1 ( [19] , (2.2), Theorem 2, p. 223) Soit K > 0. Pour 0<x^l, v^let 
x^v > K, on a 


'4j{x,v) - x'4;(l/x,x'^v) = 5(x) + ^ log^ - + (7 - log27r + log - + 0{{x^v) ^/®), (3) 

oil 7 designe la constante d’Euler, et ^ une fonction continue sur le segment [0,1]. La constante 
implicite dans le O ne depend que de K. 

Ainsi la somme partielle 'ip{x,v), qui est de periode 1 en la variable x, a egalement un com- 
portement simple sous I’effet du changement de variables {x,v) 1 —>■ {l/x,x‘^v). Une telle situation 
est propice a la description du comportement de cette somme partielle en termes du develop- 
pement du nombre reel x en fraction continue. Cette voie, ouverte void un siecle par Hardy 
et Littlewood pour I’etude des series trigonometriques associees aux fonctions theta elliptiques 
(cf. m), est suivie par Wilton dans |19) pour aboutir a des criteres necessaires et sufHsants de 
convergence pour ipi{x) et 

Wilton n’explicite pas la fonction ^(x) (ce n’est pas necessaire pour I’etude de la convergence 
des series ([T]) et ([2))) et indique que le terme d’erreur « can easily be sharpened ». 

Le but du present travail est triple : proposer une demonstration de ([3| differente de celle de 
Wilton, expliciter la fonction et ameliorer le terme d’erreur. 

La methode de Hardy et Littlewood d’etude des sommes partielles d’une serie oscillante via 
une equation fonctionnelle approchee connait depuis quelques annees un regain d’interet (voir 
par exemple les articles de Rivoal Rivoal et Roques [T2j, Rivoal et Seuret m)- Etablir 
de telles equations fonctionnelles pent s’averer particulierement delicat, et la methode que nous 
developpons ici vient completer la palette de techniques disponibles. 

Afin d’enoncer notre resultat, nous rappelons la definition de la fonction d’autocorrelation 
multiplicative de la fonction « partie fractionnaire », introduite par Baez-Duarte et al. (cf. |T]) 
dans le contexte de I’etude du critere de Nyman pour I’hypothese de Riemann. En designant 
par [t\ la partie entiere du nombre reel t et par {t} sa partie fractionnaire, egale at— [tj, nous 
posons pour x ^ 0 : 

. , , c T c ^dt 

Mx) = {t}{xt}^. 

Rappelons que A est continue sur [0,oo[ et verifie les relations asymptotiques 


A{x) 

~ - log X {x ^ 00 ), 

(4) 

A[x) 

~^xlog(l/x) (x-;>0). 

(5) 


ou ([ 5 ]) resulte de (jl} et de I’identite A(x) = xA{l/x). 
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Nous definissons maintenant une fonction 5 :]0,oo[-^ C par les formules 


1*00 

= 2 x • v.p. / A{t)- 

Jo i 




(t — x)(t + x)2 t 
^d{x) = -k(^A{x) + I logx - ^^-^(log27r - 7 )^ 


- X Q log^ X + (log 27r - 7 ) log i - Co ) - cq ( 6 ) 


(7) 


avec 


TT^ 1 9 1 9 

Co = ^ - 2 log 27r + -7 + 7 log 27r + 271 , 


log fe 1 2 

-;-log n 


n 

7 i designant la constante de Stieltjes d’indice 1, soit 71 = lim ( > 

n^oo \ ^ _ 

k=l 

Rappelons que v.p. signifie « valeur principale » (voir ^3.51) . 

Nous obtenons le r&ultat suivant. 

Proposition 2 La fonction ^ est continue sur ]0, oo[ et se prolonge par continuite en 0. De plus, 
si Ki et K 2 sont des nombres positifs arbitraires, on a pour 0 < x ^ Ki, v > 0 et x^u ^ K 2 , 


Ip(x,v) - x^jJ(l/x,x‘^v) = 5'(x) + - log^ - + (7 - log27r + -ni) log - + O ( 

2 X 2 X \ 


La eonstante implicite dans le O ne depend que de Ki et K 2 . 


log ^(2 + x'^v) 

(x2^)l/2 


( 8 ) 


La demonstration de Wilton de m repose sur la formule sommatoire obtenue en 1904 par 
Voronoi (cf. [18], p. 209-210) : 


T(n)/(n) = / (log t + 2'y) f{t)dt + Y T(n)5J/(n) 


(9) 


ou nous avons pris, pour simplifier, la fonction / indefiniment derivable et a support compact 
dans ] 0 , oo[, et ou 

poo 

54 /( 2 /) = 27r / Mo(47ry/xy)/(x)(ix, 

Jo 

la fonction Mq s’exprimant en termes de fonctions de Bessel (c’est la notation de Wilton ; Voronoi 
utilise la fonction a(x) = 27rMo(47ry^)). L’annee precedente, en 1903, Voronoi avait demontre 
la majoration 

A(x) = ^ r(n) — x(logx -|-27 — 1) <C x^/^ log X (x ^ 2), (10) 

n^x 

grace a une generalisation de la methode de I’hyperbole de Dirichlet (cf. |17)L Une variante 
convenable de la relation dOj) permet de retrouver cette estimation (cf. j^j chapter VIII, §5), qui 
pent egalement etre demontree grace a la methode de van der Corput (cf [H], theoreme 6.11). 
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La deduction par Wilton de la proposition [T] a partir de la formule sommatoire de Voronoi 
n’est pas immediate; elle comporte des calculs qui ne sont guere plus rapides que ceux de la 
demonstration que nous proposons. Celle-ci s’appuie neanmoins, comme la formule de Voronoi, 
sur I’equation fonctionnelle de la fonction ^ de Riemann, qui est le fait matliematique essential 
d’ou decoule, in fine, I’equation fonctionnelle approchee de Wilton. 

Notre demarche pent etre resumee de la fagon suivante. Dans un premier temps, nous de- 
montrons au ^I’existence d’une fonction continue sur ] 0 , oo[ et se prolongeant par continuite 
en 0, telle que (l 8 | soit verifiee. Pour cela, par une integration par parties, nous ramenons I’etude 
de la somme partielle v) a celle de I’integrale 

I{x, v) = 2 r ( 11 ) 

Jo t 

Nous transformons ensuite I{x, v) en integrale sur la droite ^ du plan complexe (dite droite 
critique) grace au theoreme de Plancherel pour la transformation de Mellin, donnee par 

poo 

Mf{s) = / ( 12 ) 

Jo 

Le resultat est le suivant : 

I{x,v) = [ ^A(s, 27rxu)(27rx)“®—. (13) 

Jcr=l/2 S vr 


Dans cette relation interviennent d’une part la fonction ^ de Riemann, dont nous utiliserons des 
propriety classiques rappelees au @ et d’autre part la fonction 

pv 

X{s,v) = / e^^t^~^dt. (14) 

Jo 

Cette derniere est une fonction gamma incomplete dont nous utiliserons quelques proprietes, 
rappelees ou demontrees au 0 Le ^constitue un intermede methodologique. Nous y decrivons 
une seconde demonstration de la relation (|13l) . proposee par I’arbitre anonyme de cet article, et 
presentant I’interet de n’utiliser que la majoration elementaire de Dirichlet, A(x) = 0(^/x), alors 
que la demonstration du ^3.41 s’appuie sur une estimation en O(x^) avec 6 < 1/2, par example 
I’estimation (|Tni) de Voronoi. 

La representation (1131) de I{x,v) par une integrale sur la droite critique permet ensuite, au 
® de mettre en evidence la convergence de xl{x,v) + I{l/x,x‘^v) vers une fonction continue 
de X (se prolongeant par continuite en 0) quand v tend vers I’infini (proposition I12p . et ([8]) s’en 
deduit. 

Dans un second temps, nous montrons au |3que, pour tout x > 0, la limite quand v tend 
vers I’infini de la quantite 


fiix, v) — xfiiljx, x‘^v) -log- (7 — log 27r H—vri) log — 

2 X 2 X 
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(limite dont 1’existence aura done ete demontree an ^ a pour parties reeiie et imaginaire ies 
seconds membres de Q et ([7|. Pour ia partie imaginaire, ceia decouie assez directement des 
resuitats de |T] : nous en donnons deux demonstrations an ^7.11 L’etude de ia partie reeiie requiert 
en revanche queiques considerations suppiementaires, reposant en particuiier sur i’utiiisation de 
ia transformation de Hiibert. Nous en rappeions an ^3.51 ies proprietes utiiisees an ^7.21 pour 
obtenir (j6|). 

Notons que nous n’utiiisons a aucun moment ies fonctions de Bessei, a i’inverse de |19) . 
Nous empioierons a piusieurs reprises ia notation d’lverson : [P] = 1 si ia propriete P est 
verifiee, [P] = 0 sinon. 

2 Rappels sur la fonction ( de Riemann 

2.1 Equation fonctionnelle 

li s’agit de i’identite ciassique (cf. |16) . chapter II) 

^ = 2(27r)“^ cos(7rs/2)r(s) 

C(s) 

que nous utiliserons egalement sous la forme 

“ +1) " sin(7rs/2)r(s + 1). (15) 

Par ailleurs, rappeions la relation ^(s) = C{s) pour tout s 7^ 1 qui decouie du principe de reflexion 
de Schwarz. 

2.2 Majoration dans la bande critique 

Nous aurons i’usage d’une majoration uniforme pour ia fonction ^ dans ia bande critique : 
pour 0 < u < 1, r ^ 2, on a 

C(o-+ zr) <C iog r (16) 

(cf. IZ], theorem 1.9 p. 25 par example). 

2.3 Moyenne quadratique sur la droite critique 

La recherche d’estimations du type 

cQ + *r) «(1 + |t|)^ (tGK) (17) 
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est un des problemes fondamentaux de la theorie de la fonction (cf. |T^, chapter V). L’hypothese 
de Lindelof, toujours ouverte, affirme que (|17l) est vraie pour tout <5 > 0. L’estimation n’est 
actuellement demontree que pour 6 > 32/205 (cf. |5] ; dans la prepublication recente [2], Bourgain 
demontre (fT71) pour 6 > 53/342). 

Cela etant, I’hypothese de Lindelof est « vraie en moyenne quadratique » puisque la fonction 

l2(T)= riC(l/2 + iT)l^dT (T>0) 

Jo 

verifie I’estimation l 2 {T) Tlog(2 + T). On connait en fait un developpement asymptotique de 
hiT). Bosons 

hiT) = TlogT - (log27r + 1 - 2-/)T + E{T) (T > 0). 

La fonction E{T) est I’objet d’une abondante litterature (cf. par exemple [7]; chapters 4, 15). 
Nous nous contenterons de I’estimation classique d’Ingham (cf. |6], Theorem A’, p. 294) : 

E{T) ^T^/^\og{2 + T). (18) 

Dans la proposition suivante, nous utilisons cette estimation pour majorer une integrale interve- 
nant au m 


Proposition 3 Pour V > on a 

r IC(2+^^)l min(l,i/^/^|F-rr^)dr < P~^/^log^(2 + P). 

Jo 1 + 

Demonstration 

Si P <4, le minimum figurant dans I’integrale est ^ (1 + t)“^, done I’estimation resulte de 
la convergence de I’integrale 

^ ica+iT)|2 


f 


■ dr 


(1 + t)2 

qui se deduit, par exemple, de (IT6|) . 

On pent done supposer P ^ 4. La contribution de I’intervalle |t — P| ^ VV a I’integrale est 


< V 


-1 


r-y+VT 


IC(l/2 + iT)l^dT 

d’apres I’estimation (|18p . La contribution des r ^ 2V est 


Jv-W 


«y/^ rica/2+.up,^ 

J 2 V T 
< V-^/^ logP, 
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en utilisant simplement I’estimation I 2 {T) <C TlogT pour T ^ 2 et une integration par parties. 
De meme la contribution des t ^V/2 est 


^ ^_i/2 |C(l/2 + iT)p 

Jo 1 + T 


Maintenant, la contribution de I’intervalle V + W < r < 2V est 

^■2^ |C(l/2 + ir)|2 


< F-V2 f 
Jv 


v+W T-V 


-dr 




1 


,-v+(k+i)Vv 


l^k^VV 


ky/v Jv+kVv 


|C(l/2 + ZT)|2dT 


V ^^^Hogl/) \ — id’aprfe I’estimation (fT51) i 

Z—/ ic 


l^k^VV 


<C F -^/2 


et on a encore la meme estimation pour la contribution de I’intervalle Vj2 < t < V — \fV. □ 


2.4 Lien avec la fonction arithmetique « nombre de diviseurs » 

La fonction arithmetique r(n) est liee a la fonction C, par la relation 

D’autre part, on a I’estimation T(n) <C£ rf pour tout e > 0 (cf. |14) . corollaire 5.3). 


3 Rappels et complements sur les transformations de Mellin et 
de Hilbert 

Nous recommandons la lecture de I’appendice A (p. 231) de [T] et nous en rappelons ci-dessous 
quelques elements qui nous seront utiles. 

En designant par s la variable complexe, on note a = et r = 9s. Si —oo ^ a < 6 ^ oo, 
on note VV(a,6) 1’ensemble des fonctions complexes / mesurables sur ]0,oo[ telles que 

\f{t)\t^~^dt < oo {a < a < b). 
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Si / € W{a,b), la transformee de Mellin Mf definie par (|12l) est holomorphe dans la bande 
a < a < b. 

Nous considerons aux mill] et 13.31 les transformees de Mellin qui interviennent dans 
notre argumentation, puis nous rappelons d’une part, an ^3.4[ la forme que prend la theorie de 
Plancherel dans le contexte de la transformation de Mellin, et d’autre part, an ^3.51 quelques 
elements de la theorie de la transformation de Hilbert. 


3.1 La fonction A 

Rappelons (cf. [T], proposition 10) que A E >V(—1,0) et que 

MA{s) = + (-l<a<0). 

^ ^ s(s + 1) ^ ^ 

On en deduit que la fonction Ai definie par ^i(t) = A{t)/t = A{l/t) appartient a VV(0,1) et 


que 


s(l - s) 


(19) 


3.2 Le reste dans le probleme des diviseurs de Dirichlet 

Nous utiliserons I’expression de la transformee de Mellin du reste A, defini par (llOp . dans 
le probleme des diviseurs de Dirichlet. A cette occasion, donnons I’enonce general d’un principe 
classique, qui est une reciproque de la proposition 14 de |T]. 

Proposition 4 Soit a<b^c<d, W{a,b), 9 £ VV(c, d). On suppose que g — f est un 
polyndme generalise 

P{t) = Cp^kt~^ log^ t, 

p^k 

oil la somme est finie, les p sont des nombres complexes verifiant b ^ ^ c, les k sont des 

entiers naturels, et les Cp^k des coefficients complexes. Alors Mf et Mg sont les restrictions aux 
bandes a<a<betc<a<d, respectivement, d’une meme fonction meromorphe dans la bande 
a < a < d, dont la somme des parties polaires est 


E 


{-ifkl 

(s - p)k+i • 


Demonstration 

On va montrer que les fonctions Mf et Mg sont des prolongements meromorphes I’une de 
1’autre. On a 


f{t) + P{t)[t ^ 1 ] = g{t) - P{t)[t < 1 ]. 


( 20 ) 





En notant h{t) la valeur commune des deux membres de (|20p . on volt que h G VV(a, b) (premier 
membre) et /i G VV(c, d) (second membre). On a done h £yV{a,d) ] la transformee de Mellin Mh 
est holomorphe dans la bande a < cr < d, et 


M/(s) = Md(s) + ^Cp,fc 

p,k 

Mg{s) = Mh{s) + ^ cp,fc7^— 

p,k ' 


{a < a < b), 


{c < cj < d). 


□ 


La proposition HJs’applique aux fonctions 


f{t) = ^T(n), g{t) = A{t) et P{t) = -t(logt + 27- 1). 

n^t 


En utilisant I’estimation A(t) = 0{t^) (ou d = ^ si I’on se contente de I’estimation elementaire de 
Dirichlet, et d = ^ d’apres I’estimation de Vorono'i (fTOll i. on a / G >V(—oo, —1), g G >V(—1, —6). 
Comme 

roo roo 

Mf{s)= (^r(n))t*"^dt = ^r(n) / p-^dt=— - (cr <-1), 

n^t n^l ^ 


on en deduit que 

MA{s) = {-l<a< -6). 

—s 

Par consequent la fonction Ai definie par Ai(t) = A{t)/t appartient a ^(0,1 — d) et 

MAi(s) = (0<cT<l-d). (21) 

1 — s 

3.3 La fonction 1 1 —)■ e**[t ^ v] 

Pour tout u > 0, la fonction t ^ v] appartient a ^(OjOo) et sa transformee de Mellin 

est A(s,u) definie par (1141) . Par consequent, pour x > 0 et u > 0, la transformee de Mellin de 
1 ^ u] est (27rx)“*A(s, 27rxu). 

3.4 La transformation de Mellin-Plancherel sur 

Si / G L^(0, oo) = L^, la formule (|12p . oii I’integrale doit etre comprise comme limy^oo 
dans = L^(^ + iR, dr/27r), definit un element de ce dernier espace, et I’application ainsi 
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definie, dite transformation de Mellin-Plancherel, est une isometrie bijective entre espaces de 
Hilbert (cf. par exemple [15] §3.17 pp. 94-95). En particulier, si f et g appartiennent a on a 



f{t)g{t)dt 


Ia=ll2 


Mf{s)Mg{l 



(theoreme de Plancherel), on les deux integrales sont absolument convergentes. 

Appliquons maintenant le theoreme de Plancherel a I’integrale I{x,v) dehnie par (lll|) . En 
utilisant le fait que Ai G L^, on obtient 


roo 

I{x,v) =2 / Ai(t) • ^ v]dt 

Jo 

ea-s) 

Ja=ll2 


1 — S 


A(1 — s, 27rxr;)(27rx) 


s-i 


dr 

TT 


/ 

io-=l/2 


C"(^) 


A(s, 27rx?;)(27rx)" 


dr 

TT ’ 


ce qui demontre la relation (1131) . 


3.5 La transformation de Hilbert 


Nous donnons dans ce paragraphe les fails que nous utiliserons concernant cette transforma¬ 
tion, objet du chapitre V de |15j . ainsi que du traite tres complet [9]. La transformee de Hilbert 
d’une fonction / dehnie presque partout sur ] — oo, oo[ et mesurable est 

= AI.* 

TT 7_oo X - t 


on v.p. signihe « valeur principale » (de Cauchy) : 


Hf{x) = — lim [ -^-^^dt. 

TT S^O J\x—t\>5 X — t 


( 22 ) 


Les proprietes fondamentales de la transformation de Hilbert sont, d’une part, le couple 
d’equations 


H cos = sin ; H sin = — cos . 


et, d’autre part, le fait que H commute avec les operateurs transformant la fonction f{x) en 
/(Ax) et /(x -|- c) (A > 0, c G M). 

De plus, si I’on etend la dehnition (I22|) en remplagant la condition |x — t| > <5 par 1/6 > 
|x — t| > h, la transformee de Hilbert d’une constante est nulle. Par consequent, H transforme 
formellement une serie trigonometrique en la serie trigonometrique conjuguee (an sens de |20j . 
chapter I, (1 • 3)). 
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Si / € L^(M), la limite (|22l) existe au sens de la topologie de cet espace de Hilbert, et 
I’operateur ainsi defini est unitaire. 

Dans I’espace L^(0,oo) (que nous avons note simplement L^), la transformation de Hilbert 
a deux versions, paire et impaire : 

= iv.p, I /(f) + ^)dt (23) 

1 f°° / 1 1 \ 

Hif{x) = -v.p. f{t)( - - - -^)dt (24) 

vr Jo \x — t X + tJ 

Ce sont deux operateurs unitaires sur L^, commutant avec les dilatations, et done diagonalisables 
via la transformation de Mellin-Plancherel. Pour f £ on a les identites suivantesQ entre 
elements de C? : 

MHQf{s) = tan(7rs/2)M/(s) (25) 

MHif{s) = — cot(7rs/2)M/(s), (26) 

Les fonctions tan(7rs/2) et cot(7rs/2) sont de module 1 sur la droite a = 1/2; nous utiliserons 
egalement le fait qu’elles sont bornees dans toute bande verticale fermee incluse dans la bande 
0 < cj < 1. 

Les conditions suivantes sont sufHsantes pour que (1231) et (1241) soient bien definies au point 

(To > 0 : 

• la fonction 1 + |t|) est integrable sur ]0,oo[; 

• il existe a tel que la fonction 1 1 —>■ (/(xq— t) —a) /t soit integrable au voisinage de 0 (condition 
de Dini). 

De plus, si / est continue au voisinage de xq et s’il existe hi, h 2 > 0 et ip £ L^(—/i2, /i2) tels 

que 

I {f{x -t) - f{x))/t\ ^ ip{t) (|x - Xol ^ hi, |t| ^ h 2 ), 
alors Hq et Hi sont continues en xq- 

3.6 La fonction B 

Dans cet article, nous utiliserons la transformee de Hilbert impaire de la fonction Ai (multi- 
pliee par vr) : 

B(ff) = v.p./ A(f)(^-^)^ (x>0 ) 

Notons que Ai{t)/{\ + \t\) est integrable et que, pour tout xq > 0, il existe hi et /12 positifs tels 
que 

24i(x -t) - Ai{x) < |t| log(l/|t|) (|x - Xol < /ii, 0 < \t\ < L2), 

3!. Les calculs menant aux equations (5.126) et (5.129), p. 274 de [3, sont valables si / est indefiniment derivable 
et a support compact dans ]0, oo[, et les deux identites (I25II et (1261) s’en deduisent par densite. 
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(cf. [I], propositions 1 et 7). On en dMuit que B{x) existe pour tout x > 0 et est une fonction 
continue de x. La proposition suivante donne quelques identites verifiees par B ; nous omettons 
les demonstrations, qui sont de simples manipulations algebriques (tenant compte notamment 
de la relation A{x) = xA{l/x)). 

Proposition 5 Pour x > 0, on a 

/ —1 1 \ df 

B{l/x)=x-v.p. A{t)( - T-^j- 

Jq \x — t X + 1/ t 

xB{x) + B{l/x) = -2x r — (27) 

Jo X + t t 

Comme Ai E L^, on a egalement i? E et les identites (1191) et (I26p fournissent I’expression 
suivante de la transformee de Mellin-Plancherel de i? : on a pour presque tout s tel que a = 1/2, 

MB{s) = —7rcot(7rs/2) • (30) 

s{l-s) 

En notant F{s) la fonction meromorphe sur C figurant an second membre de (|30p . on constate 
que (llOp entraine I’estimation F{s) <C log^(2 + |s|)(l + uniformement dans toute bande 

verticale fermee incluse dans la bande 0 < a < 1. On pent done ecrire par inversion de Mellin 

B{x) = ^ [ F{s)x-^ds, (31) 

on a est choisi arbitrairement tel que 0 < a < 1. La relation (1311) . a priori valable pour presque 
tout X > 0, Lest sans exception, par continuite. Sur cette expression, on voit que B est unifor¬ 
mement Oa(x~^) sur ]0, oo[ pour chaque a tel que 0 < a < 1, d’ou il decoule que B E ^(0,1). 
On en deduit que 

MB{s) = F{s) (0 < (T < 1). (32) 
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4 Resultats auxiliaires sur les fonction gamma incompletes et les 
fonctions cosinus et sinus integral generalisees 

Dans ce paragraphe, nous considerons les fonctions 


II 

POO 

/ cos t ■ dt ] 

Q 

II 

PV 

/ cost-t^~^dt 


Jv 


Jo 


POO 


PV 

II 

/ S\D.t ■ dt ] 

II 

/ sm.t-t^~^dt 


Jv 


Jo 


POO 


PV 

A{s,v) -- 

= / (j^-f-^dt- 

II 

/ e^^-f-^dt 


Jv 


<0 


pour ri > 0 et 0 < < 1. Notons pour commencer que Ci, Si et A sont absolument convergentes 

et que ci, si et A sont semi-convergentes. D’autre part, les relations classiques 

POO POO 

/ cost ■ = T{s) cos{7rs/2) et / sint • = r(s) sin(7rs/2) (0 < < 1) (33) 

Jo Jo 

(cf. |10) . §62, (4) et (5)) et I’equation fonctionnelle de la fonction C entrainent 


et 


2(27r) ^ (ci(s, f) + Ci(s, r;)) = 2(27r) ®r(s) cos(7rs/2) 

C(^) 


2(27r) ® (si(s, ?;) + Si(s, u)) = 2(27r) ^r(s) sin(7rs/2) 


(34) 


= tan(7rs/2)- 


C(^) 


(35) 


Par consequent. 


2(27r)-" (A(s, r;) + A(s, r;)) = 2(27r)-"r(s)e*""/2 

,C(l-s) 


= G{s)- 


C{s) 


(36) 


avec 


G{s) = 1 + z tan(7rs/2). 

On deduit de (|36l) I’identite suivante, qui interviendra dans la demonstration de la proposition [12] 
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Proposition 6 Pour x > 0, v > 0 et s G C tel que 


on a 


eis) 


( 27 r) ^A(s, x) + x^A(l — s, x)) 


—^(xi-*G(s) + x"G(l - s)) 

— ^(27r)“^ (x^“'^A(s, v) + x^A(l — s, x)). 


Les estimations que nous utiliserons seront demontrees grace a la proposition classique sui- 
vante, qui decoule d’une integration par parties en ecrivant = {g/f) ■ f'e^^. 


Proposition 7 Soit a et b deux nombres reels, a < b, et soil /, g : [a, 6] — )• M deux fonctions 
continument derivables telles que 

• la fonction f ne s ’annule pas; 

• la fonction g/f est monotone et de signe constant; 

• on a \g{t)/f {t)\ ^ c pour a < t < b. 

Alors 



La proposition suivante rassemble les estimations dont nous aurons I’usage pour les fonctions 
A et A dans la preuve de la proposition [2] 


Proposition 8 Pour v > 0 et t gM., on a 


|A(l/2 + iT,v)\ ^ min (4, 2y^/{\T\ - v)) (|r| > v) 
|A(l/2 + ir, u)| ^ min (4, 2^j{y — |r|)) (|r| <v). 


Demonstration 

Nous donnons la demonstration pour A, celle pour A etant similaire. 
On suppose done |r| > v. On a 

rv gi(t+Tlogt) 

X{l/2+ iT,v)= / - -= - dt 

Jo yt 

Avec les notations de la proposition [71 on a ici 

g{t) = 

f{t) = t + T\ogt, 


de sorte que 

f{t)/9{t) = Vi + rlVi. 
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Cette fonction est monotone sur ]0, |r|], done sur ]0, ?;], et on a \f'{t)/g{t)\ ^ (|r| — v)fy/v sur ce 
dernier intervalle. Par consequent, 


/ 


V gi(t+T log t) 

~7r~ 


dt 




20; 


r — V 


(37) 


Si V et |r| sont trop proches, on peut ameliorer cette inegalite de la fagon suivante. Si |r| ^ v+^/v, 
la majoration (1371) donne 

|A(l/2+ zT,u)| ^ 2. (38) 

En revanche, si |t| — ^/v < v < |r|, deux sous-cas se prfeentent : 

• si |r| — y/v < 0, alors u < |rl < ^/v, done u < 1 et 

,^ , , ,, dt 

|A(l/2 + ir,u)l ^ ^ = 2; 

• si |r| — ^/v > 0, alors 

r dt 

|A(l/2 + ir,u)0 |A(l/2 + ir, |t|-0;)| + / 

J\T\-VtJ Vt 

Comme 

|r| ^ \t\ - y/v + Y^|r| - y/v, 
on a |A(l/2 + ir, |t| — -0)1 ^ 2 d’apres (l38l) . Enfin, 



^ y/v + V - \t\ 

^ , 

0; + V It] - yfv 


^ 2 . 


On en deduit la majoration |A(l/2 + ir,u)| ^4. 


□ 


5 Seconde demonstration de I’identite ( TTBT) 

La demonstration de I’identite (|13p proposee par I’arbitre anonyme part de la constatation 
suivante : I’estimation de Dirichlet A(x) = 0{y/x) entraine que, pour tout r] tel que 0 < r] < 112, 
la fonction 

X !-)• Ai(x)x“^ = A(x)x“^“’' 

appartient a L^(0,oo). Sa transformee de Mellin etant d’apres (I2ip 

/°°Ai(t)t--^-^dt= + (r/<u< 1/2 + 7?), 

Jo 1 - S + 7? 
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le theoreme de Plancherel donne 


roo 

I{x,v,r]) = 2 / ^ ujdt 

Jo 

= [ A(1 - 2.™)(2„)- * 

Ja=l/2 1- S + r] TT 

f C^(s + ??),. „ W„ x-s 

= / -^A(s, 27rxij)(27ra:) —. 

Ja=l/2 S + ri TT 

Or I’estimation (|16p et la proposition | 8 ] fournissent pour tout v fixe I’estimation 


C‘^{s + v) 

s + r] 


logV 


A(s, 27rxv) < „ (cr = -, |t| ^ 2, 0 < 7? < 1/2). 

T'^/^ 2 


( 39 ) 


Compte tenu du theoreme de convergence dominee, on obtient done (I13p en faisant tendre t] vers 
0 dans ()39p . 


6 Demonstration de la proposition [2] 

Soit I’ensemble des fonctions continues / :] 0 , oo[—)• C telles que /(x) et f{x) = xf{l/x) 
se prolongent par continuite en 0. Les constantes appartiennent a J-, ainsi que les fonctions 
continues sur ] 0 ,oo[ verifiant 

f{x) = o(l) (x 0 ) 
f{x) = o{x) (x ^ oo). 

Observons que est un espace vectoriel sur C, invariant par I’involution / e-)■ /. Dans ce qui 
suit nous ecrirons des egalites du type 

fi{x,v) = f 2 {x,v) (modJ") (40) 

pour signifier que la difference fi — /2 est une fonction de la seule variable x, appartenant de 
plus a T. Dans ce qui suit, il sera crucial de s’assurer que /i(x, v) — / 2 (x, v) ne depend pas de la 
variable v afin d’toire toute relation du type MOp . 

Nous commengons par un calcul d’integrale. 


Proposition 9 On a 


ao 



- 1 


dt “l" 




t 


—7 + i7r/2. 
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Demonstration 

On a, d’apres (p3]) . pour 0 < 5R(s) < 1, 



-I rl poo 

= -+ (e** - 

1 

— —1“ flo + o(l)) 
s 

quand s tend vers 0 par valeurs positives, et d’autre part, 

giW2r(s) = (1 + i7rs/2 + 0(s2)) 

s 

1 , . X 

=- 7 + iTr/2 + o(l), 

s 


puisque r'(l) = — 7 . 

Nous passons maintenant a I’etude d’une integrate dependant de x et de v. 
Proposition 10 Pour x>0etv>0 on a 

-(log t + 2'j)dt = i log^ - + (7 - log 27r + log - + eo{x, v) (mod T) 

2 X \ 2/ X 


□ 


rv ^ 27 ritx 


OU 


eo{x,v) = - 

J V 


00 ^2'Kitx 


TTt 


(logt + 2^)dt. 


Demonstration 

On a 



^Tvitx 


TTt 


(logt + 2'^)dt 



on les integrates sont semi-convergentes. Le dernier terme est £q{x,v). 
Maintenant, 



r,2'KitX 


poo 

{\ogt + 2'y)dt = / (log(t/27ra:) + 27 ) 

J 2'kx 


r,it 


-dt 


00 git 


logt-—dt — (log X + log 27r — 27 ) / — dt, 


f 2'KX 


' 2kx 
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avec 


CO 


poo 

/ : 

J I'KX 


'•I 


dt 


_ 2 


fOO git 


log t • —dt = / log t -h / log t -- dt + / log t • —dt 


t 


f 2 'kx ^ 

1 ' 2 


/ 27ra: 






= — - log^ 27rx (mod J”) 


et 


fOO it rl Jf i'2'kx it _ -i fl _ 1 pH 

/ ^dt= - - / ^^-idi + / —dt 

J 2ttx ^ J 2'KX ^ Jo ^ jO ^ Jl ^ 


= log(l/27rx) + ao - 


^2™ git _ 2 


dt, 


ou ao = —7 + i 7 r/ 2 , d’apres la proposition |9l Comme la fonction 


X !-)• (log X + log 27r — 27 ) 

Jo 


2kx ^it _ 2 


dt 


appartient a on en deduit le resultat annonce. 
Rappelons la notation 




n^v 


n 


□ 


Dans la proposition suivante, nous ramenons I’etude de 'ijj{x, v) a celle de I’integrale I{x, v) definie 
par (pTj) . 


Proposition 11 Pour x > 0, v > 0, on a 

1 o 1 


'ijj{x,v) =—i7rxl{x,v) —log^—h (7 — log 27r + t—) log—|-ei(x,t;) (mod J^), (41) 

2 X \ 2/ X 


oil I{x,v) est defini par dill) , et 


poo ^ 27 TitX ^Zttivx poo 

ei{x,v) = - ——(logt + 27 )dtH- A{v) - A(t) 

Jv Trt V 


27Tivx 


fCO ^27TitX 


t" 


dt. 


Demonstration 

Nous commengons par effectuer une integration par parties sur I’expression de i/tix, v) comme 
integrate de Stieltjes : 


n-Cv ^ n-Ct 


T(n 


rv ^2'Kitx 


/ V ^27ritx 

—^—dA(t). 


( 42 ) 
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La premiere integrale de (1421) est I’objet de la proposition [101 Quant a la seconde, on a : 


I 


V ^2'Kitx 


t 


dA{t) 


( 43 ) 


^2'Kitx 




^2Tvitx ^Txitx 

+ 2i7rx 


t2 


t 


dt 

2'Kitx 


noo ^ZTTltX ri- ^ZTTltX 

= (27 — + / A(t )—-—dt + 2iTTX / A(t)- dt — iTrxI(x,v) + £ 2 (x,v), (44) 

Ji Jo t 

on I{x,v) est definie par (|11|) et on I’on a pose 

p2nivx poo 

e2{x,v) = -A(r;)- / A(t)- 

V Jv 


roo ^2'Kitx 




Les trois premiers termes de (1441) sont des fonctions de la seule variable x, appartenant a T (pour 
le troisieme, cela resulte du lemme de Riemann-Lebesgue). On en deduit le resultat annonce, avec 
ei = £0 + £2- □ 

La proposition suivante contient I’argument principal de la demonstration, a savoir I’approxi- 
mation de xl{x, v) + liYjx^ x‘^v) par une transformee de Mellin inverse absolument convergente. 

Proposition 12 Pour x > 0, x > 0, on a 


ou 


x/(x, v) + /(1/x, x'^v) = r]{x, v) (mod P '), 

r]{x,v) = — [ ^(27r)“^(x^“^A(s, P) + x^A(l — s, P)) 

J\r\^V S 


(45) 


dr 

TT 


+ 


[ 

'|t|>V' S 

I\t\>V 


dr 


(27r) ^(x^ '^A(s, P) + x'^A(l — s, P)) — 

V ^ TT 


(46) 


f C(s)C(l - s)H{syxP, 

J\t\>V 2tt 


avec V = 2ttxv, s = i + ir et H{s) = 


1 


+ ^ 


./cot7rs/2 tan7rs/2 


1 — s 


s(l - s 

Demonstration 

Appliquons I’identite (|13l) aux couples (x,x) et (l/x,x2x) : 

^2 


I{x,v) = / - -\{s,2tixv){2ttx)~^ — 

J-iRs=\ S TT 

/(l/x,x^x) = f 


^-^A(l — s, 27rxx)(27r/x)'^ ^—, 

1 — s vr 
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done 


xl{x,v) + I{l/x,x‘^v) = [ ^(27r) ^A(s, F) + x^A(l — s, y))— 

iSR^=f s vr 

J|r|s;y J|T|>y 

on y = 2ttxv. 

L’integrale est la deuxieme intervenant dans r]{x,v). Quant a I’integrale elle 

vaut d’apres la proposition [6] 


S 27r 


i 


^^(27r)-" (x^-"A(s, y) + x"A(l - s, y)) —. 
|t|^V ^ 


(47) 

(48) 


L’integrale (|48l) est la premiere intervenant dans r](x,v). Nous reorganisons I’integrale (|47l) : en 
separant les termes correspondant aux expressions et x^“®, en effectuant un changement de 
variable s 1 — s dans ces derniers, et finalement en regroupant, on obtient I’integrale 


'\r\^V 


C(s)C(l - s)H{s)x' 


dr 


on 


H{s) = 


G{1 — s) G{1 — s) 1 ./cot7rs/2 tan7rs/2 


+ 


' -7 ^ ( - 

1 — s s s(l — s) \ 1 — s s 

puisque tanz = tanz et s = 1 — s si = ^. Par ailleurs I’identite 

, 1 + z tanh(7rr/2) , , 

•“= l-itanhU/2) (» = 1/2 + .T,r € R). 

montre que tan(7rs/2) = ±z + o(t“^) (s = ^ + zr, r ^ ±oo), et cela fournit la majoration 


L7(s)<(H-t^) ^ (•5 = -^ Air). 


(49) 


La fonction s C(s)C(l ~ s)H{s)x^ est done integrable sur la droite = 1/2, et nous pouvons 
ainsi eerire 


[ C('S)C(1 -'S)L7(s)x^ 

J\t\^V 


dr 


1 — 00 J\t\>V 


(50) 
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La derniere integrale de (|50l) est la troisieme composant r]{x,v). Quant a I’avant-derniere, c’est 
une fonction continue de x > 0 qui est uniformement et appartient done a T, d’ou le 

result at. □ 

Pour conclure la demonstration de la proposition |2l il nous reste a estimer les functions Si et 
r], C’est I’objet des deux propositions suivantes. 

Proposition 13 Soit Ki,K 2 > 0. Pour 0 < x ^ Ki, u > 0 et x'^v ^ K 2 , on a 

ei(x,u) — xei(l/x,x^u) <C 

oil la constante implicite depend uniquement de Ki et K 2 . 

Demonstration 

Nous commengons par estimer ei(x, v) sous la seule hypothese v ^ K avec K > 0. Rappelons 

que 

POO ^2'Kitx ^27vivx poo ^2'Kitx 

ei(x,u) = - / ——(logt + 27 )dt H-A(u) - / A(t) dt. 

Jv Trt V V 

Par le second theoreme de la moyenne, la premiere integrale est <C (log(2 + u)) /xv. En utilisant 
I’estimation de Dirichlet A(u) <C on voit que les autres termes sont <C . On en deduit, 
si 0 < X ^ iLi et x^u ^ K 2 : 

ei(x, v) — xei(l/x,x^u) <C (log(2 + v))/xv + + x(log(2 + x^v))/xv + x(x^u)“^/^ 

< (x^u)"^/^. □ 

Proposition 14 Pour 0 < x ^ Ki, v > 0 et x‘^v ^ K 2 , on a 

7]{x, v) <C {x^v)~^^^ log^(2 + x^u), 

oil la constante implicite depend uniquement de Ki et K 2 . 


Demonstration En utilisant la proposition [8] et la majoration (|49p . on voit sur la definition 
de rj{x, v) que 


nc 

r]{x, v) <C x^/^ / 

Jo 


IC(i + 

1 + T 


- t \ ^)dr + x^/2 


'V 


1 + 


■dr 


(51) 


avec V = 2ttxv. Nous utilisons la proposition |3] pour estimer la premiere integrale de (1511) . et 
une integration par parties ainsi que la majoration I 2 {T) <C Tlog(2 + T) (cf ^2.31) pour estimer 
la seconde. Nous obtenons la majoration 
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Si < x'^v, alors 


« ^.i/2 l°g (2 + A) log_(2^ 


' x'^v 


Dans le cas contraire, la decroissance de u i—)• log^(2 + u)/u sur ]0,oo[ donne 


^ ^ / Tni/2log^(2 + a;^^^) ^^\og^{2 + x'^v) 

ri{x,v) <C [xV) ' - 5 -<C - - --. 


x^v 


x‘^v 


□ 


Le dernier resultat de ce paragraplie fournit I’assertion ([8]) de la proposition |2] 
Proposition 15 Soit Ki, K 2 > 0. Pour 0 < x ^ Ki, v > Q et x'^v ^ K 2 , on a 

'log^(2 + x'^v) 


'iIj(x,v) — x'il!{l/x,x^v) = log^ - + il - log 27 r + log - + ^(x) + O (- 

2 X \ 2/ x \ 


oil la constante implicite ne depend que de Ki et K 2 . La fonction ^ est continue surjO, oo[ et se 
prolonge par continuite en 0. 

Demonstration Posons k = 7 — log27r + i'n/2. D’apres la proposition ITTl on a 


V’(x, v) — xip{\/x, x'^v) 

_\ 11 1 cc 

x/(x, x) + /( 1 /x, x‘^v )) H— log^ h Atlog-log^ X — KX log X 

/ 2 X X 2 


+ ei(l/x,x^x) — xei(l/x,x^x) (mod F) 


d’ou 


V’(x, x) —x-0(l/x, x^x) 


11 1 cc 

= —Z7rr/(x, x) H — log^ — h k log-log^ x — kx log x 

2 X X 2 


+ e:i(l/x,X x) — xei(l/x, X^x) + /(x) lou f G .T. d’apres la proposition fT^ 1 

, 1, nl , 1 ^/log^(2 + x^x) 

= 5 ^( 2 ;) + - log^ - + K log - + O ' 

2 X X 


'x^x 


on 


5'(x) = /(x) — — log^ X — KX log X, 


et on nous avons utilise les propositions [13] et [T4| 


□ 
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7 Determination de la fonction ^{x) 

Dans ce paragraphe, la notation (p.p) signifie qu’une identite a lieu pour presque tout nombre 
reel x de ]0, oo[. Nous utiliserons plusieurs fois le fait suivant : si deux fonctions continues sur 
]0,oo[ coincident presque partout sur ]0, oo[ alors elles sont egales. Posons 

^(x) = y lMe27rmx_ 
n>l ^ 

Comme la serie T{n)‘^ jn'^ est convergente, la serie 'ip{x) converge presque partout d’apres le 

theoreme de Carleson|i]. L’equation fonctionnelle de Wilton montre alors que les fonctions 'ij:{x) 
et 'ip{x) = x^l^{l/x), definies presque partout, verifient la relation 

tpix) - ijj{x) = ^ log^ ~ ^ \ (P-P-)^ 

relation dont nous pouvons separer les parties reelle et imaginaire : 

ipi{x) - xiIji{1/x) = 5R5'(a;) + ^log^ - + (t - log27r)log- {p.p.), 

lx X 

TT 1 

i’ 2 {x) + X'ljj 2 {l/x) = ^S{x) + - log - {p.p.). 

2 X 

7.1 Determination de la fonction 

Nous proposons deux demonstrations de la relation ([7| a partir des resultats de |T]. 


7.1.1 Premiere demonstration de (I7| 


Considerons la serie 


= Y1 

k^l 


Bi{kx) 

k 


on Bi est la premiere fonction de Bernoulli definie par Bi{t) = {t} — ^ + [t G Z]/2. On sait que 
cette serie converge presque partout et dans L‘^{0, 1), et a pour somme —tp 2 l'^ (cf- |1], p- 222). 
D’autre part, la proposition 8 de [T] fournit la relation 


^(x) + xi{l/x) 


-A{x) + 



log X + 


X + 1 

2 


(log 27r - 7 ) 


{p.p), 


d’ou en multipliant les deux membres par —tt. 


f. Le resultat decoule deja d’un des premiers theoremes « ancetres » du theoreme de Carleson, dont I’enonce 
du a Jerosch et Weyl (1909, cf. [8], p. 78) afRrme notamment la convergence presque partout des series trigono- 
metriques telles que c„ = 0((1 + |n|)“''), avec k > 2/3. 
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7.1.2 Deuxieme demonstration de ([7| 

Nous utilisons maintenant la proposition 1 de [T] : on a I’identite 

/ OO Jj. _ 1 _ 

= ttA(x) + 2 X ~ 2 ~ ^ 


ii2{l/t)dt = 7r74(l/x) + ^ logx - ^(1 — 7 + log 27 r) (x > 0). 


En appliquant (1521) a 1/x, on obtient 

-f 

X Jo 

Comme A{x) = xA{l/x)^ nous eliminons la fonction A entre (|52|) et (|53|) : 

(jf 7* _i_ 1 1 7* — 1 

xj - J = TT^—log- +7r^—(1 -7 + log27r). 

En derivant cette derniere relation, on obtient 


( 52 ) 


(53) 


f 


df TT 1 T -I- 1 TT 

V’2(t)-^ - 'Ip 2 {x)/x - ^^ 2 ( 1 / 3 ;) = 2*^^ - 7 + log27r) {p.p.), 


d’ou 


TT 1 TT 

V’2(3;) + xV'2(l/a:) = 7rA{x) + ^ log- -(1 - 7 + log 27 r) 

“^|log^+^—^ -^|(l--7 + log27r) 

X — 1 X 

= 7r^(x)+7r—^—logx + TT—^—(7-log27r) {p.p), 

ce qui acheve la demonstration. 

7.2 Determination de la fonction 3fJ(^(x) 

Notre demarche est d’adapter a V’l le raisonnement mene pour ^^2 au ^7.1.21 Une observation 
prealable est que “ipi est I’opposee de la serie trigonometrique conjuguee de V'2- Cela motive 
I’emploi de la transformation de Hilbert. 

La premiere etape est d’obtenir une identite analogue a (15 2 p pour la fonction 'ipi. Commengons 
avec 


r(n) 

a{x) = / il)i{t)dt=y -^sin27rnx. 

Comme sin € VV(—1,0) et comme 


n^l 


27rn2 
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la fonction a appartient a VV(—1,0) et 


Ma(s) = (27r) ^ + 2) sin(7rs/2)r(s) ( —1 < cr < 0). 


Par consequent, la fonction /? definie par 



appartient a 1^(0,1) et a pour transformee de Mellin 


M/3(s) = -Ma{s - 1) + 2 ^^^—^ 

s + 1 

= 7 —^(2vr)"^C^(s + 1) sin( 7 r(s - l)/2)r(s - 1) 

1 + s 

^ !!! II ■ cos(7rs/2)r(s + 1) 

s(s + 1) 

= -7rcot(7rs/2) • (0 < a < 1), 

^ ' s(s + l) ^ ^ 


on I’on a utilise I’equation fonctionnelle de Q sous la forme (|15l) . En changeant s en —s, on a 
done 

MI3{—s) = —vrcot( 7 rs/ 2 ) • ^ = F{s) (—1 < u < 0), (54) 

s(l - s) 

on F est la fonction meromorphe definie par le second membre de (lOOp . et coincidant avec la 
transformee de Mellin de la fonction B dans la bande 0 < <7 < 1. 

Les deux relations (1541) et (1321) permettent d’appliquer la proposition 14 de [T]. La fonction 
mCTomorphe P" a un unique pole sur la droite u = 0 ; il s’agit d’un pole triple en 0 et un calcul 
standard montre que la partie polaire correspondante est 



— 1 + 7 — log 27r c 
s 


on 

vr^ 1 9 1 , 

c = — - - log^ 27r + - 7 ^ + 7 log 27r - log 27r + 7 + 271 - 1 , 

7 i designant la constante de Stieltjes d’indice 1. En tenant compte de la relation (1321) . la propo¬ 
sition 14 de [ 1 ] fournit done 

i?(x) —/3(l/x) = —^ log^ X-)-(log 27r-|-1 — 7 ) logx-|-c (x > 0). (55) 
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Nous pouvons maintenant reproduire mutatis mutandis le raisonnement du ^7.1.21 La relation 
(|55]) appliquee a a: et 1/x donne 


/•I 1 

/ 'tjji(l/t)dt = xBix) H—xlog^x + (log27r + 1 — qlxlog- cx, 

Jo 2 X 

dt 1 

X J = B{l/x) +-log^ X + {\og2TT+ 1 - j)log: 


:x — c. 


(56) 

(57) 


Comme 


r 

xB{x) + B{l/x) = —2x 

Jo 


A{t) dt 


X + t t 

(cf. (|27l) l est indefiniment derivable sur ] 0 , oo[, on pent deriver I’identite obtenue en ajoutant 
(|56l) et (j57l) et obtenir ainsi pour presque tout x > 0, 


/■OO POO 

V'i(l/x) - 'Ipi{x)/x + J Tpiit)^ = -2 


A{t) ^ log X + log 27r + 1 — 7 

rdt 


(x + ty 


X 


puis, en reutilisant (|57p : 

xV’i(l/a:) — V'i(x) = — 2 x 


f 

A 


H — log^ X + (log 27r — 7 ) log-log 27r — 1 + 7 — c 

2 X 


- B{l/x) - ^log^x - (log27r - 7 ) logx 
1 


+ x(- log^ X + (log 27r — 7 ) log-log27r — 1 + 7 — c) 

V2 X / 

+ c + log 27r + 1 — 7 {p.p). 

On obtient bleu ([G]) en utilisant I’identite (|29l) : 


2 x 


f 


Mt) 

(x + t)‘ 


;dt + B{l/x) = 2x ■ v.p. / A(t) 


x^ + t^ 


et la relation 


TT^ 1 


dt 

0 ^ (t - x){t + x )2 t 

1 


c + log 27r + l — 7 = — — — In^ 27r + — 7 ^ + 7 In 27r + 271 


Remerciements 


Outre leurs laboratoires respectifs, les auteurs remercient les institutions ayant favorise lenr travail 
sur cet article : le laboratoire franco-russe Poncelet (CNRS, Universite Independante de Moscou), 
et rinstitut Mittag-Leffler (Djursholm). 

Les auteurs ont egalement le plaisir de remercier I’arbitre anonyme pour sa lecture attentive de cet 
article, ses utiles suggestions, et pour le contenu du ^5] 


26 










References 

[1] L. Baez-Duarte, M. Balazard, B. Landreau et E. Saias - « Etude de I’autocor- 
relation multiplicative de la fonction « partie fractionnaire » », Ramanujan J. 9 (2005), 
p. 215-240. 

[2] J. Bourgain - « Decoupling, exponential sums and the Riemann Zeta function », 
arXiv :1408.5794vl (2014). 

[3] K. Chandrasekharan - Arithmetical functions, Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften, vol. 167, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 1970. 

[4] G. H. Hardy et J. E. Littlewood - « Some problems of diophantine approximation », 
Acta Math. 37 (1914), p. 193-239, H The trigonometrical series associated with the elliptic 
i?-function. 

[5] M. N. Huxley - « Exponential sums and the Riemann Zeta function. V », Proc. London 
Math. Soc. (3) 90 (2005), p. 1-41. 

[6] A. E. Ingham - « Mean-value theorems in the theory of the Riemann Zeta-function », 
Proc. London Math. Soc. (2) 27 (1927), p. 273-300. 

[7] A. IVIC - The Riemann zeta-function, Dover Publications Inc., Mineola, NY, 2003. 

[8] F. Jerosgh et H. Weyl - « Uber die Konvergenz von Reihen, die nach periodischen 
Funktionen Fortschreiten. », Math. Ann. 66 (1909), p. 67-80. 

[9] F. W. King - Hilbert transforms, vol. 1, Encyclopedia of mathematics and its applications, 
vol. 124, Gambridge University Press, Gambridge, 2009. 

[10] N. Nielsen - Handbuch der Theorie der Gammafunktionen., B. G. Teubner, Leipzig, 1906. 

[11] T. Rivoal - « On the convergence of diophantine Dirichlet series », Proc. Edimb. Math. 
Soc. 55 (2012), p. 513-541. 

[12] T. Rivoal et J. Roques - « Gonvergence and modular type properties of a twisted Rie¬ 
mann series », Unif. Distrib. Theory 8 (2013), p. 97-119. 

[13] T. Rivoal et S. Seuret - « Hardy-Littlewood series and even continued fractions », J. 
Anal. Math. 125 (2015), p. 175-225. 

[14] G. Tenenbaum - Introduction a la theorie analytique et probabiliste des nombres, 3® ed., 
Belin, Paris, 2008. 

[15] E. C. Titghmarsh - Introduction to the theory of Fourier integrals, second ed., Glarendon 
Press, Oxford, 1948. 

[16] — , The theory of the Riemann zeta function, second ed., Glarendon Press, Oxford, 1986, 
revised by D. R. Heath-Brown. 

[17] G. VORONOi - « Sur un probleme du calcul des fonctions asymptotiques », J. reine angew. 
Math 126 (1903), p. 241-282. 


27 



[18] G. VORONO'i " « Sur une fonction transcendante et ses applications a la sommation de 
quelques series », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 21 (1904), p. 207-267, 459-533. 

[19] J. Wilton - « An approximate functional equation with applications to a problem of 
diophantine approximation », J. reine angew. Math 169 (1933), p. 219-237. 

[20] A. Zygmund - Trigonometric series. Vol. I, II, third ed., Cambridge Mathematical Library, 
Cambridge University Press, Cambridge, 2002. 


BALAZARD, Michel 

Institut de Mathematiques de Marseille 

CNRS, Universite d’Aix-Marseille 

Campus de Luminy, Case 907 

13288 Marseille Cedex 9 

FRANCE 

Adresse electronique : balazard@math.cnrs.fr 


MARTIN, Bruno 

Laboratoire de Mathematiques Pures et Appliquees 

CNRS, Universite du Littoral Cote d’Opale 

50 rue F. Buisson, BP 599 

62228 Calais Cedex 

FRANCE 

Adresse electronique : martin@lmpa.univ-littoral.fr 


28 



